Lista 5 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, outubro de 2023

Notagao: nesta lista usaremos a convengao do Wald para os simbolos de Christoffel e curvatura,
isto &, I'°,, = %ng (Oagbk + ObGak — Okgap) € (VaVp — V) we = Rabcdwd' Ainda, R, = Rabcb e
R =R,

1. (Carroll) Considere uma casca esférica de matéria, com massa M e raio R, girando lentamente

com velocidade angular €.

(a) Calcule os campos gravito-elétrico e gravito-magnético resultantes em termos de M, R e
Q.

(b) Este campo gravitomagnético gera o chamado efeito Lense-Thirring, dado pelo resultante
arrasto de referenciais inerciais. Calcule a rotagdo (em relacao ao referencial inercial
definido pela métrica de Minkowski de fundo) de um observador em queda livre no centro
da casca esférica. Em outras palavras, calcule a precessao das componentes espaciais de

um vetor paralelamente transportado localizado no centro da casca esférica).

2. (Carroll) Mostre que a condi¢ao do gauge de Lorenz, B,ﬁ/“’ = ( é equivalente & condicao do

gauge harménico, que é definida por O z#* = 0.

3. Considere, no contexto da relatividade geral, o tensor de energia-momento TH” = putu” para
poeira, que satisfaz a equacao de conservagao V, T"” = 0. Mostre que:
(a) A equacao da continuidade V,j* = 0 ¢ satisfeita, onde j* = pu.

(b) As particulas de poeira seguem geodésicas.
4. Considere o tensor de energia-momento T de um fluido ideal, T = <p + %) utu? 4+ pgh”.
c

(a) Mostre que a equacao de conservagao V, T*” = 0 resulta em uma modificagao da equagao
da continuidade, V,(pu*) + c%vuu” = 0, e na equacao de Euler na relatividade geral

(p+ B ' Voul + (L8 + g") Vp.
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(b) Mostre que no limite newtoniano de velocidades pequenas e pressdo pequena (p/c? < p),
essas equagoes dao as equagoes de continuidade e de Euler usuais da mecénica de fluidos

nao-relativistica.



5. No limite de “campo fraco”, o “campo gravitacional” remoto produzido por uma fonte é

V(0 _ |z |
E“V(x07f): K /TM (z _|$_x/|’x/)dvl,

o 17— &

onde BW = hu — %UW, h = h”u € guv = Muv + hyy. Para uma distribuigao estacionéria de
massa, a Unica componente nao-nula do tensor de energia-momento é 7% = pc?. Determine

a métrica produzida na regiao remota por uma massa M na origem.

6. (Exercicio 3.1, capitulo 5 do Foster & Nightingale) Obtenha a aproximagdo de onda plana
para a onda gravitacional gerada por um haltere rodando, como medida por um observador

distante situado no plano de rotagao do haltere. Trabalhe no gauge T'T.

7. Onda gravitacional exata (exercicio 3 da lista 4, do curso do Mauricio Richartz)

Considere a métrica

ds? = —dt* 4+ dz? + L*(e*Pda’® + e 2P dy?),
onde L e # dependem apenas da diferenca ¢t — z.

a) Escolha novas coordenadas u =t — z e v = t + z, mantendo z e y inalterados. Escreva a

métrica nesse novo sistema de coordenadas.

b) Calcule o tensor de Ricci para essa geometria e mostre que a tnica componente nao nula
é
2

Ruu L

(L// + (B/)QL) .

c) Encontre o limite desse espago-tempo que corresponde a uma onda gravitacional de

pequena amplitude. Qual é a polarizacao dessa onda linearizada?


http://professor.ufabc.edu.br/~mauricio.richartz/relatividade_2017.html

